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ОРТОГОНАЛЬНI ДОПОВНЕННЯ ТЕРНАРНИХ ОПЕРАЦIЙ

У статтi описуються методи побудови ортогональних тернарних операцiй, а також
вивчаються алгоритми знахоження ортогональних доповнень повних тернарних операцiй
та пар ортогональних тернарних операцiй до трiйки ортогональних тернарних операцiй.
Наведена повна класифiкацiя рекурсивних алгоритмiв побудови ортогональних тернарних
операцiй.
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Вступ
Нагадаємо, що довiльна вибiрка ортогональних оборотних операцiй (квазiгруп) є

еквiвалентною максимально дистанцiйно роздiльному коду (МДР-коду) [1]. До того ж,
кожна квазiгрупа є еквiвалентною МДР-коду, але, взагалi кажучи, для довiльної вибiр-
ки ортогональних операцiй це не так. Однак довiльнi (𝑛 + 𝑠) -вибiрки ортогональних 𝑛 -
арних операцiй ( 𝑠 є довiльним скiнченним цiлим числом) є еквiвалентними деякому МДР-
коду [2]. З огляду на це кожна повна операцiя може бути однiєю iз визначаючих функцiй
деякого МДР-коду.

Вiдзначимо, що навiть у тернарному випадку ортогональнiсть бiнарних операцiй має
декiлька узагальнень. Наприклад, у бiнарному випадку ортогональнiсть квазiгруп та силь-
на ортогональнiсть квазiгруп – те ж саме, але навiть у тернарному випадку сильна орто-
гональнiсть є вужчим поняттям, нiж ортогональнiсть квазiгруп.

Для бiнарних квазiгруп знаходження ортогональних доповнень (ортогональних пар)
описано в [3]. Г.Б. Бiлявська та Г.Л. Муллен довели, що кожна 𝑘 -вибiрка ортогональ-
них 𝑛 -арних операцiй ( 𝑘 < 𝑛 ) є вбудовною в деяку 𝑛 -вибiрку ортогональних 𝑛 -арних
операцiй [4], але вони не вказали шляху знаходження ортогональних доповнень. Проте
блочний рекурсивний алгоритм побудови ортогональних операцiй, який запропонований
автором та Ф.М.Сохацьким у [5] i є узагальненням алгоритму iз [4], дає можливiсть знайти
доповнення для серiї повних i ортогональних операцiй.

Mетою даної статтi є описання знаходження ортогональних доповнень для тер-
нарних операцiй, оскiльки три є першою арнiстю, в якiй з’являються проблеми невластивi
для бiнарного випадку.

1. Основнi означення та результати
Бiнарна операцiя 𝑓 , яка визначена на множинi 𝑄 , називається

∙ лiвооборотною ( ℓ -оборотною), якщо для довiльних 𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑄 iснує єдиний елемент
𝑥 такий, що 𝑓(𝑥, 𝑏) = 𝑐 ;

∙ правооборотною ( 𝑟 -оборотною), якщо для довiльних 𝑎 , 𝑐 ∈ 𝑄 iснує єдиний елемент
𝑦 такий, що 𝑓(𝑎, 𝑦) = 𝑐 ;
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∙ оборотною або квазiгруповою, якщо вона є ℓ -i 𝑟 -оборотною.

Бiнарнi операцiї ℎ1 i ℎ2 на 𝑄 називаються ортогональними, якщо сиcтема рiвнянь{︂
ℎ1(𝑥, 𝑦) = 𝑎,
ℎ2(𝑥, 𝑦) = 𝑏

має єдиний розв’язок для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .
Тернарна операцiя 𝑓 , яка визначена на множинi 𝑄 , називається

∙ лiвооборотною ( ℓ -оборотною), якщо для довiльних 𝑏 , 𝑐 , 𝑑 ∈ 𝑄 iснує єдиний еле-
мент 𝑥 такий, що 𝑓(𝑥, 𝑏, 𝑐) = 𝑑 ;

∙ середньооборотною (𝑚 -оборотною), якщо для довiльних 𝑎 , 𝑐 , 𝑑 ∈ 𝑄 iснує єдиний
елемент 𝑦 такий, що 𝑓(𝑎, 𝑦, 𝑐) = 𝑑 ;

∙ правооборотною ( 𝑟 -оборотною), якщо для довiльних 𝑎 , 𝑏 , 𝑑 ∈ 𝑄 iснує єдиний
елемент 𝑧 такий, що 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑧) = 𝑑 ;

∙ оборотною або квазiгруповою, якщо вона є ℓ -, 𝑚 - i 𝑟 -оборотною.

Операцiї ℓ𝑓 , 𝑚𝑓 i 𝑟𝑓 , якi визначенi на множинi 𝑄 , називаються лiвим, середнiм i правим
дiленнями квазiгрупи 𝑓 вiдповiдно, якщо вони визначаються спiввiдношеннями:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢⇐⇒ ℓ𝑓(𝑢, 𝑦, 𝑧) = 𝑥,
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢⇐⇒ 𝑚𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑧) = 𝑦,
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢⇐⇒ 𝑟𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝑧.

Iснує декiлька означень ортогональностi, якi наведенi у [1], [2], [4] тощо. Тут ми
будемо дотримуватися означення iз [4].

Означення 1. Трiйка тернарних операцiй 𝑓1 , 𝑓2 , 𝑓3 на 𝑄 порядку 𝑚 називається
ортогональною, якщо система ⎧⎨⎩

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏1,
𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏2,
𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏3

має єдиний розв’язок для довiльних 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ∈ 𝑄 .
Пара тернарних операцiй 𝑓1 , 𝑓2 на 𝑄 порядку 𝑚 називається ортогональною,

якщо система {︂
𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏1,
𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏2

має точно 𝑚 розв’язкiв для довiльних 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑄 .
Тернарна операцiя 𝑓 на 𝑄 порядку 𝑚 називається повною, якщо рiвняння

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏 має 𝑚2 розв’язкiв для довiльного 𝑏 ∈ 𝑄 .

Визначимо бiнарнi операцiї за допомогою тернарної операцiї 𝑓 , яка визначена на 𝑄 :

𝑓(𝑐,{1,2})(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑐),
𝑓(𝑏,{1,3})(𝑥, 𝑧) := 𝑓(𝑥, 𝑏, 𝑧),
𝑓(𝑎,{2,3})(𝑦, 𝑧) := 𝑓(𝑎, 𝑦, 𝑧),

120 Iрина Фриз



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2017.- № 1-2

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄 . Операцiї 𝑓(𝑐,{1,2}) , 𝑓(𝑏,{1,3}) , 𝑓(𝑎,{2,3}) називаються {1, 2} -, {1, 3} -, {2, 3} -
ретрактами операцiї 𝑓 за допомогою елементiв 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 вiдповiдно. Вiдзначимо, що {𝑖, 𝑗} -
ретракт та {𝑗, 𝑖} -ретракт однiєї операцiї – це те ж саме.

Нехай 𝛿 := {𝑖1, 𝑖2} ⊂ {1, 2, 3} ; 𝑓 , 𝑔 є тернарними операцiями на 𝑄 i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .
Бiнарнi операцiї 𝑓(𝑎,𝛿) i 𝑔(𝑏,𝛿) називаються подiбними 𝛿 -ретрактами операцiй 𝑓 i 𝑔 ,
якщо 𝑎 = 𝑏 .

Означення 2. Якщо всi подiбнi 𝛿 -ретракти операцiй 𝑓 i 𝑔 є ортогональними, то 𝑓 i
𝑔 називаються 𝛿 -ретрактно ортогональними.

Нагадаємо, що бiнарнi операцiї ℎ1 i ℎ2 на 𝑄 називаються ортогональними, якщо
ситема рiвнянь {ℎ1(𝑥, 𝑦) = 𝑎, ℎ2(𝑥, 𝑦) = 𝑏} має єдиний розв’язок для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .

Зауважимо, що якщо 𝛿 = {𝑖} , то 𝛿 -ретрактна ортогональнiсть операцiї є її 𝑖 -
оборотнiстю. Поняття ретрактної ортогональностi для 𝑛 -арних операцiй вперше введено
у [5], а взаємозв’язок мiж ортогональнiстю та ретрактною ортогональнiстю описаний у
[6]. В нижче наведених твердженням подано уточнення теореми 1 iз [6] для тернарних
операцiй.

Наслiдок 1. Якщо для деякої множини {𝑖1, 𝑖2} ⊂ 1, 3 пара тернарних операцiй є
{𝑖1, 𝑖2} -ретрактно ортогональною, то цi операцiї є ортогональними.

Наслiдок 2. Iснують пари ортогональних тернарних операцiй такi, що для деякої мно-
жини {𝑖1, 𝑖2} ⊂ 1, 3 вони не є {𝑖1, 𝑖2} -ретрактно ортогональними.

2. Побудова ортогональних тернарних операцiй
У цьому роздiлi розглянемо детальнiше блочний рекурсивний алгоритм для бiнар-

ного i тернарного випадкiв, якi є уточненням алгоритмiв iз [4] i [5].
Тривiальним розбиттям називатимемо розбиття таке, що кожна його пiдмножина є

одноелементною. Кожен блочний рекурсивний алгоритм визначається розбиттям множи-
ни iндексiв змiнних. Тривiальним рекурсивним алгоритмом називається блочний рекур-
сивний алгоритм, якщо вiн визначається тривiальним розбиттям. Для бiнарних операцiй
iснують лише тривiальнi розбиття, а для тернарних – як тривiальнi так i нетривiальнi.

Для бiнарних операцiй маємо два блочних рекурсивних алгоритми:
1. Лiвий рекурсивний алгоритм:{︂

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦),
𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦).

(1)

Теорема 1. Якщо 𝑓1 є ℓ -оборотною i 𝑓2 є 𝑟 -оборотною бiнарними операцiями на 𝑄 ,
то операцiї 𝑔1 i 𝑔2 , якi є побудовними за (1), є ортогональними.

2. Правий рекурсивний алгоритм:{︂
𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦),
𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑓1(𝑥, 𝑦)).

(2)

Теорема 2. Якщо 𝑓1 є 𝑟 -оборотною i 𝑓2 є ℓ -оборотною бiнарними операцiями на 𝑄 ,
то операцiї 𝑔1 i 𝑔2 , якi є побудовними за (2), є ортогональними.
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Теореми 1 i 2 є наслiдками теореми 3 iз [4].
Впорядкованi розбиття iндексiв змiнних, якi вiдповiдають лiвому та правому рекур-

сивним алгоритмам, є
(︀
{1}, {2}

)︀
i
(︀
{2}, {1}

)︀
вiдповiдно. Перший блок розбиття визначає

оборотнiсть першої вхiдної операцiї i мiсце у яке має бути пiдставлена ця операцiя у другу
вхiдну операцiю, другий блок визначає оборотнiсть другої вхiдної операцiї.

Pозглянемо блочнi рекурсивнi алгоритми побудови ортогональних тернарних опера-
цiй. Кожному блочному рекурсивному алгоритму також вiдповiдає визначаюче розбиття
множини iндексiв змiнних, тобто множини {1, 2, 3} .

Алгоритм 1. Тривiальний рекурсивний алгоритм (визначаюче розбиття
(︀
{1}, {2}, {3}

)︀
):

𝑔1(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑔2(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),

𝑔3(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓3(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),𝑧).

(3)

або
𝑔1(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑔2(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧),

𝑔3(𝑥,𝑦,𝑧) :=𝑓3(𝑓2(𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑦,𝑧), 𝑓1(𝑥,𝑦,𝑧),𝑧).

(4)

Теорема 3. Нехай 𝑓1 є ℓ -оборотною, 𝑓2 є 𝑚 -оборотною i 𝑓3 є 𝑟 -оборотною операцiя-
ми на множинi 𝑄 . Тодi операцiї 𝑔1 , 𝑔2 i 𝑔3 , якi побудовнi за (3) i (4), є ортогональними.

Для тернарних операцiй iснує 6 тривiальних рекурсивних алгоритмiв (як кiлькiсть
рiзних перестановок множини {1, 2, 3} ) iз такими вхiдними даними:

1. 𝑓1 – ℓ -оборотна, 𝑓2 – 𝑚 -оборотна i 𝑓3 – 𝑟 -оборотна операцiї;

2. 𝑓1 – ℓ -оборотна, 𝑓2 – 𝑟 -оборотна i 𝑓3 – 𝑚 -оборотна операцiї;

3. 𝑓1 – 𝑚 -оборотна, 𝑓2 – ℓ -оборотна i 𝑓3 – 𝑟 -оборотна операцiї;

4. 𝑓1 – 𝑚 -оборотна, 𝑓2 – 𝑟 -оборотна i 𝑓3 – ℓ -оборотна операцiї;

5. 𝑓1 – 𝑟 -оборотна, 𝑓2 – 𝑚 -оборотна i 𝑓3 – ℓ -оборотна операцiї;

6. 𝑓1 – 𝑟 -оборотна, 𝑓2 – ℓ -оборотна i 𝑓3 – 𝑚 -оборотна операцiї.

Для кожного iз цих випадкiв можна переформулювати теорему 3.. Наприклад, у випад-
ку 3 операцiя 𝑓1 є 𝑚 -оборотною, тобто 2 -оборотною, тому 𝑔2 будуємо поклавши 𝑓1 на
друге мiсце у операцiю 𝑓2 ( 𝑓2 є ℓ -оборотною, тобто 1 -оборотною), а операцiю 𝑔3 буду-
ємо поклавши 𝑓1 i 𝑔2 на перше та друге мiсце операцiї 𝑓3 . Таким чином, вiдповiдним
впорядкованим розбиттям є

(︀
{3}, {2}, {1}

)︀
.

Алгоритм 2. Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим розбиттям
(︀
{1}, {2, 3}

)︀
:

𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) := 𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧).

(5)
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Теорема 4. Нехай 𝑓1 є ℓ -оборотною тернарною операцiєю i 𝑓2 , 𝑓3 є {2, 3} -ретрактно
ортогональними операцiями на 𝑄 . Тодi операцiї 𝑔1 , 𝑔2 i 𝑔3 , якi є побудовними за (5), є
ортогональними.

Iснує 3 алгоритми цього виду (як кiлькiсть рiзних видiв бiнарних ретрактiв тернар-
них операцiй) з такими вхiдними даними:

1. 𝑓1 – ℓ -оборотна операцiя i 𝑓2 , 𝑓3 – {2, 3} -ретрактно ортогональнi;

2. 𝑓1 – 𝑚 -оборотна операцiя i 𝑓2 , 𝑓3 – {1, 3} -ретрактно ортогональнi;

3. 𝑓1 – 𝑟 -оборотна операцiя i 𝑓2 , 𝑓3 – {1, 2} -ретрактно ортогональнi.

Для кожного iз цих випадкiв можна переформулювати теорему 4.. Наприклад, у
випадку 3 операцiя 𝑓1 є 𝑟 -оборотною ( 3 -оборотною), тому операцiї 𝑔2 i 𝑔3 будуються
шляхом замiни змiнної 𝑧 у термах 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) i 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) на 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) . Отже, вiдповiдним
впорядкованим розбиттям є

(︀
{3}, {1, 2}

)︀
.

Алгоритм 3. Блочний рекурсивний алгоритм з визначаючим розбиттям
(︀
{1, 2}, {3}

)︀
:

𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧)

(6)

або
𝑔1(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔2(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑔3(𝑥, 𝑦, 𝑧) :=𝑓3(𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧).

(7)

Теорема 5. Нехай 𝑓1 i 𝑓2 є {1, 2} -ретрактно ортогональними операцiями i 𝑓3 є 𝑟 -
оборотною тернарною операцiєю, якi визначенi на множинi 𝑄 . Тодi операцiї 𝑔1 , 𝑔2 i
𝑔3 , якi є побудовними за (6) i (7), є ортогональними.

Iснує 3 алгоритми цього виду з такими вхiдними даними:

1. 𝑓1 , 𝑓2 – {1, 2} -ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – 𝑟 -оборотна;

2. 𝑓1 , 𝑓2 – {1, 3} -ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – 𝑚 -оборотна;

3. 𝑓1 , 𝑓2 – {2, 3} -ретрактно ортогональнi i 𝑓3 – ℓ -оборотна.

Для кожного iз цих випадкiв можна переформулювати теорему 5..
Зауважимо, що теореми 3., 4. i 5. є наслiдками теореми 5 iз [5].
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3. Ортогональнi доповнення тернарних операцiй
Нагадаємо, що кожна 𝑘 -вибiрка ортогональних 𝑛 -арних операцiй ( 𝑘 < 𝑛 ) є вбудов-

ною у 𝑛 -вибiрку ортогональних 𝑛 -арних операцiй [4]. Отже, кожна повна 𝑛 -арна опера-
цiя є також вбудовною у 𝑛 -вибiрку ортогональних 𝑛 -арних операцiй. Вибiрка 𝑛 -арних
операцiй 𝑓𝑘+1 ,. . . , 𝑓𝑛 називається ортогональним доповненням вибiрки ортогональних
𝑛 -арних операцiй 𝑓1 ,. . . , 𝑓𝑘 , якщо вибiрка операцiй 𝑓1 ,. . . , 𝑓𝑛 є ортогональною.

Алгоритм 1 дає можливiсть доповнити ℓ -оборотну тернарну операцiю до трiйки ор-
тогональних тернарних операцiй використовуючи лише оборотнi на одному мiсцi операцiї,
тобто до ℓ -оборотної операцiї додаємо двi операцiї, якi будуються рекурсивно за допомо-
гою 𝑚 -оборотної та 𝑟 -оборотної операцiй.

Теорема 6. Нехай 𝑓1 є ℓ -оборотною тернарною операцiєю на множинi 𝑄 . Операцiї
𝑔2 i 𝑔3 , якi визначенi рiвностями (3) i (4) через довiльнi 𝑚 -оборотну операцiю 𝑓2 i
𝑟 -оборотну операцiю 𝑓3 , є ортогональним доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки ортого-
нальних тернарних операцiй 𝑓1 , 𝑔2 , 𝑔3 .

Доведення цiєї теореми випливає iз теореми 3..
Алгоритм 2 дає можливiсть доповнювати ℓ -оборотну тернарну операцiю до трiйки

ортогональних тернарних операцiй. Для цього потрiбно додати двi операцiї, якi є побу-
довними за допомогою пари {2, 3} -ретрактно ортогональних тернарних операцiй.

Теорема 7. Нехай 𝑓1 є ℓ -оборотною тернарною операцiєю на множинi 𝑄 . Операцiї 𝑔2 i
𝑔3 , якi визначенi рiвностями (5) через довiльнi тернарнi {2, 3} -ретрактно ортогональнi
операцiї, є доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних тернарних операцiй 𝑓1 , 𝑔2 ,
𝑔3 .

Доведення цiєї теореми випливає iз теореми 4..
Очевидно, що за допомогою алгоритму 2 отримуємо ту ж саму трiйку ортогональних

операцiй тодi i тiльки тодi, коли взяти ту ж саму пару {2, 3} -ретрактно ортогональних
операцiй.

Зауваження 1. Довiльна ℓ -оборотна тернарна операцiя є доповнювальною до трiйки
ортогональних операцiй за алгоритмом 1 i алгоритмом 2.

Нехай 𝑓1 є ℓ -оборотною тернарною операцiєю. Припустимо (𝑔2, 𝑔3) є доповненням
операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних операцiй за алгоритмом 1 з допомогою операцiй 𝑓2 ,
𝑓3 i (𝑔′2, 𝑔

′
3) є доповненням операцiї 𝑓1 до трiйки ортогональних операцiй за алгоритмом

2 з допомогою операцiй 𝑓 ′
2 , 𝑓

′
3 . У першому випадку маємо два варiанти: 1) 𝑓2 є 𝑚 -

оборотною i 𝑓3 є 𝑟 -оборотною; 2) 𝑓2 є 𝑟 -оборотною i 𝑓3 є 𝑚 -оборотною. У другому
випадку 𝑓 ′

2 , 𝑓
′
3 є {2, 3} -ретрактно ортогональними.

Розглянемо випадок 1). Якщо 𝑔2 = 𝑔′2 , тодi

𝑓2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑓 ′
2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧),

отже, 𝑓2 = 𝑓 ′
2 .

Якщо 𝑔3 = 𝑔′3 , тодi

𝑓3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓 ′
2(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑓 ′

3(𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧).
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Покладемо у останню рiвнiсть довiльний елемент 𝑎 ∈ 𝑄 замiсть терму 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝑓3(𝑎, 𝑓
′
2(𝑎, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑓 ′

3(𝑎, 𝑦, 𝑧).

Визначимо бiнарнi операцiї ℎ2 , ℎ3 i 𝑚3 :

ℎ2(𝑦, 𝑧) := 𝑓 ′
2(𝑎, 𝑦, 𝑧), ℎ3(𝑦, 𝑧) := 𝑓 ′

3(𝑎, 𝑦, 𝑧), 𝑚3(𝑣, 𝑧) := 𝑓3(𝑎, 𝑣, 𝑧).

Ретрактна ортогональнiсть операцiй 𝑓 ′
2 i 𝑓 ′

3 спричинює ортогональнiсть бiнарних опера-
цiй ℎ2 i ℎ3 i 𝑟 -оборотнiсть операцiї 𝑓3 забезпечує 𝑟 -оборотнiсть операцiї 𝑚3 . Вiдповiдно
до цих позначень маємо рiвнiсть

ℎ3(𝑦, 𝑧) = 𝑚3(ℎ2(𝑦, 𝑧), 𝑧).

Це означає, що операцiї ℎ2 i ℎ3 є побудовними за (1). Отже, ортогональнi доповнення за
алгоритмами 1 i 2 збiгаються тодi i тiльки тодi, коли кожна пара {2, 3} -ретрактiв {2, 3} -
ретрактно ортогональних операцiй є побудовною за лiвим рекурсивним алгоритмом.

Аналогiчно розглядаючи випадок 2), отримуємо, що доповнення за алгоритмами 1 i
2 збiгаються тодi i тiльки тодi, коли кожна пара {2, 3} -ретрактiв {2, 3} -ретрактно орто-
гональних операцiй є побудовною за правим рекурсивним алгоритмом.

Таким чином, множина доповнень ℓ -оборотної тернарної операцiї до трiйки орто-
гональних операцiй, якi побудовнi за тривiальним рекурсивним алгоритмом, i множина
доповнень, якi побудовнi за алгоритмом 2, мають непорожнiй перетин, але вони не збiга-
ються. Це випливає iз роботи [5]: iснують ортогональнi операцiї такi, що жодна її операцiя
не є навiть односторонньооборотною, в той час як принаймнi одна з ортогональних опера-
цiї побудовних за тривiальним рекурсивним алгоритмом мусить бути оборотною хоча б на
одному мiсцi. До того ж очевидно, що трiйка тернарних лiнiйних операцiй над абелевою
групою є ортогональною тодi i тiльки тодi коли вiдповiдна матриця є оборотною, однак
iснують оборотнi матрицi, елементи яких не є автоморфiзмами.

Використовуючи алгоритм 3, ми можемо доповнити пару {1, 2} -ретрактно ортого-
нальних тернарних операцiй до трiйки ортогональних операцiй. Для цього необхiдно дода-
ти одну операцiю, яка побудовна рекурсивно за допомогою довiльної 𝑟 -оборотної операцiї.

Теорема 8. Нехай 𝑓1 , 𝑓2 є {1, 2} -ретрактно ортогональними тернарними операцiями
на 𝑄 . Операцiя 𝑔3 , яка визначається останньою рiвнiстю iз (6) i (7) за допомогою до-
вiльної правооборотної операцiї, є доповненням операцiй 𝑓1 , 𝑓2 до трiйки ортогональних
операцiй 𝑓1 , 𝑓2 , 𝑔3 .

Справдi за наслiдком 1. {1, 2} -ретрактно ортогональнi операцiї є ортогональними,
тому їх можна доповнити до трiйки ортогональних операцiй, а вiдповiдно до теореми 5.
операцiя 𝑔3 є ортогональним доповненням ортогональних операцiй 𝑓1 , 𝑓2 .

Зауважимо, що два доповнення 𝑔3 i 𝑔′3 {1, 2} -ретрактно ортогональних операцiй
𝑓1 , 𝑓2 до трiйки ортогональних тернарних операцiй за допомогою 𝑟 -оборотних операцiй
𝑓3 i 𝑓 ′

3 вiдповiдно збiгаються тодi i тiльки тодi, коли 𝑓3 = 𝑓 ′
3 .

Теореми 6., 7. i 8. можна переформулювати для iнших блочних рекурсивних алгори-
тмiв, якi описанi у роздiлi 2.
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Висновки
Ця стаття є продовженням дослiджень, якi присвяченi знаходженню ортогональ-

них доповнень. Проблема доповнення ортогональних операцiй є найбiльш дослiдженою
у бiнарному випадку, оскiльки проблема побудови ортогональних операцiй i проблема
знаходження ортогональних доповнень для арностi 2 збiгаються. Тут описано алгоритми
побудови ортогональних доповнень для тернарних операцiй. Подальшими дослiдженнями
в даному напрямку є описання побудови ортогональних доповнень для довiльної арностi
та дослiдження взаємозв’язкiв мiж рiзними алгоритмами, а також знаходження кiлькостi
ортогональних доповнень ортогональних операцiй.
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ORTHOGONAL COMPLEMENTS OF TERNARY OPERATIONS

SUMMARY
In the article, we describe methods for construction of orthogonal ternary operations, and we
study algorithms of finding orthogonal complements of a complete ternary operation and a
pair of orthogonal ternary operations to a triplet of orthogonal ternary operations. We give a
complete classification of recursive algorithms for construction of orthogonal ternary operations.
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ДОПОЛНЕНИЯ ТЕРНАРНЫХ ОПЕРАЦИЙ

РЕЗЮМЕ
В статье описываются методы построения ортогональных тернарных операций, а также
изучаются алгоритмы построения ортогональных дополнений полных тернарных опера-
ций и пар ортогональных тернарных операций к тройке ортогональных тернарных опера-
ций. Приведена полная классификация рекурсивных алгоритмов построения ортогональ-
ных тернарных операций.

Ключевые слова: обратимая операция (квазигруппа), ортогональные операции,
ретрактно ортогональные операции, ортогональное дополнение, полная операция.
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